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Capítulo 1 


Introdução 


Em construção ... Gostaria de participar na escrita deste livro? Veja como em: 


https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html 


Capítulo 2 


Curvas e trajetórias 


Neste capítulo, estudamos funções vetoriais do tipo r(t), ou seja, uma função 
que associa um parâmetro real a vetores no plano ou espaço. Funções vetoriais 
que dependem de apenas uma variável são os exemplos mais simples de funções 
que estudaremos. 


2.1 Funções vetoriais de uma variável - curvas e 
trajetórias 


Uma função vetorial de uma variável é uma função da forma 


r:D5Rº, 


onde D C R é o domínio de definição de 7 e t é um parâmetro - podendo ser 
interpretado como o tempo ou não. Em coordenadas cartesianas, uma função 
vetorial assume a seguinte forma: 


= > 


F(t) =at r 
onde i = (1; 0; 0), = (0;1;0) e k= (0; 0; 1) são mostrados na figura 2.1. 
Exemplo 2.1.1. São exemplos de funções vetoriais 
a) f(t) = sen (t)i + cos(t)j 
b) g(t) = ti + cosh(t)k 
c) h(t) = 2cos(t)i + 4sen (Dj + tk, 0< t< 8r 


2 


2.1. FUNÇÕES VETORIAIS DE UMA VARIÁVEL - CURVAS E 
TRAJETÓRIAS 3 


x y 


Figura 2.1: Os vetores canônicos i,j,k. 


Figura 2.2: Hélice circular dextrogira associada à função vetorial do Exemplo 2.1.3. 


Uma curva no espaço pode ser representada pelo conjunto de pontos de uma 


função vetorial F(t) não constante em todo o seu domínio. Um ponto F(t) de uma 
dr(t) 


parametrização é dito regular se # 0. Uma parametrização é dita regular em 


dt 

ditt 2 F 

t se do # 0 em todos os pontos. E possível definir orientação para uma curva 
regularmente parametrizada, a orientação é dada pelo sentido de crescimento do 


parâmetro t. 


Exemplo 2.1.2. A função vetorial f(t) = cos(t)i + sen (t)j para 0 < t < 2r des- 
creve uma circunferência de raio 1 centrada na origem sobre o plano zy orientada 
no sentido anti-horário. 


Exemplo 2.1.3. A função vetorial f(t) = cos(t)i+sen (t)) +tk para t € R descreve 
uma hélice circular, como mostra a figura 2.2. 


O limite, a derivação e a integração vetorial são definidas componente a com- 
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ponente no sistema de coordenadas cartesiano: 


lim F(t) = lim a(¢)i + lim y(t)j + lim z(t)k (2.1) 
dt) det). dylt)+ dat) 
E Sa a" (ea) 
b b 5 b 5 b 5 
[rod = J avait f voa | z(t)dtk (2.3) 


=, 
ໃ 
+ 
srt 
a 
~ 


foars | yoa fHu (2.4) 


Teorema 2.1.1 (Regras de derivação). A derivada de funções vetoriais satisfaz 
as seguintes propriedades: 


GOREN 


1. Se T(t) é um vetor constante, então “y 


2. Llori(t) + Pro(t)] = «EL + pO 


3. Se f(t) é uma função real, então 4 Or = FOr) + Ho 
4 Ent) - Fad] = a(s) - EE + EE l) 


5. A R(E) x RE] = F(t) x PO 4 Ah ype) 


Demonstração. Os dois primeiros ítens podem ser obtidos diretamente de (2.2). A 
verificação fica a cargo do leitor. O item três pode ser obtido de uma aplicação da 
regra da cadeia a (2.2): 


SOR = $ pia + pia + (02008 


(ONA Og) + HO (O + OA + FOZ (Ok 
+ (Ok + TO O y l 
t) 


A derivada do produto escalar de duas funções vetoriais é dado por: 


SEO O] = É eOr nOA + (0) 
= (tof) + (Da) AOE + lOO] 
+ Oa + ate] 

dra(t) dry (t) z 

u ta PO 
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Finalmente a derivada do produto vetorial pode ser obtida de: 


Taaa = Sat) -aH 
+ Selo = (DO) 
+ E Out) -nle 
= OA) + nOA AE) — OOE 
+ [Arale + (O — ial) — (AT 
+ Ol HOO — uf (raft) — nor) R 
= O20) — Oe)? 
(drat) = ODT 
+ |z5(t)y2(t) — yi (Bxa(t) k 
+ mO - ad 
+ a(s) - lle) 
+ [rs (tye?) — p(t) k 
= He DY i 


Demonstraremos agora um importante teorema do cálculo vetorial: 


Teorema 2.1.2. Uma função vetorial Ut) possui norma constante se e somente 


se U(t) - duo) =0. 


Demonstração. Como ||u||? = w(t) - u(t), temos 


dlul? d di dü dü 
E EET EE do y E 9g = 
pp a VANE a 
Assim, se ||u|| for constante, a derivada à esquerda é nula e temos @(t) - aat) =0 
Reciprocamente se (t) - dat) = 0, então ||u|| deve ser constante. 


Observação 2.1.1. Uma importante interpretação deste teorema é que se v(t) 
representa a velocidade de uma partícula no instante de tempo t, então se o mó- 
dulo da velocidade, v(t), for constante e não nulo então a aceleração @ = 0 é 


perpendicular a v(t) sempre que for não nula. 
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Exercícios resolvidos 
Exercícios 

E 2.1.1. Reconheça e represente graficamente as curvas descritas pelas se- 
guintes funções vetoriais: 

a) f(t) = sen (t)i + cos(t)j + k, O< t< r 


= sen (t)i + 2cos(t)k, 0 < t < 27 


E 2.1.2. Seja F(t) o vetor posição de uma partícula dado por 


> 


F(t) = a cos(wt)i + asen (wt)j 


f = E ca > dit 
Calcule o vetor velocidade v e o vetor aceleração à dados por v = ado 


E 2.1.3. Dada a função vetorial F(t) = t2i + e!j — 2cosTt k, calcule: 
a) lim r(t) 
dr(t) 

dt 
dr(1) 

dt 


b) 


c) 


. o * Py =? Fi 
E 2.1.4. Verifique que a função vetorial dada por F(t) = ai + 2 —00 < 
t < oo representa uma curva contida em uma circunferência no plano zy centrada 


na origem. Identifique o raio desta circunferência, identifique a curva e isole os 
quatro quadrantes. 
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2.2. COMPRIMENTO DE ARCO T 


Figura 2.3: Aproximação poligonal do comprimento do arco 


E 2.1.5. Encontre a derivada de cada uma das funções vetoriais do exemplo 
ER] 


E 2.1.6. Sendo #(t) = 0, onde r(t) = ||r(t)||, mostre as seguintes identi- 
dades: 


c) r(t)= ON 
df(t) 1 drt) rt) CL. 
Ar “ro dt Cr) i 


2.2 Comprimento de arco 


Seja a = tọ < tı < t2 < --- < tn = b uma partição equidistante do domínio 
com At = ti — t1 e Pj = T(ti), i = 0,1,:--,n, pontos sobre a curva, como 
mostra a figura 2.3. Uma possível aproximação para o comprimento da curva é 
dado pelo comprimento da poligonal determinada por essa partição. Observe que 
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o comprimento do segmento P; ,P; é dado por ||P; — P; 1||, logo, a aproximação 
para o comprimento da curva é 


Ln = 2 I-P; — Fal 


= 3 Va; — tia)? + (Yi — id — Zi1)? 


= Ear S | (yi — Uia) + [8 = zia) 


(At)? (At)? 
e (e Ra e 


Naturalmente, L = lim,-so0 Ln. Como o lado direito da última igualdade é uma 
soma de Riemann, temos: 


Z u a 


Logo, o comprimento do arco s quando a parâmetro corre de a até t é 


=f 


Exercícios resolvidos 


dr(t) ) 
dt 


| es 


dr(T) 
dt 


dr, a<t<b. (2.6) 


E 2.2.1. Mostre que o comprimento de arco da curva parametrizada f(t) = 
ti + tj, definida para —2 < t < 2 é L = 2V17 + ED, Tal curva pertence a 
parábola y = x°, e pode ser visualizada na figura 2.4. 

dE = i+2tj e portanto L = T. V4 + ldt =2 E v4t2 + 1dt. Com a mudança 
de variável 2t = ano 0 < u < a, onde a = arctan(4) temos 2dt = sec?(u)du e en- 


arctan(4 
u)du = = 1 sec? u)du = = [eta tanfu) ss ( ) 


tão L = fy |sec(u)| sec? 


E 2.2.2. Mostre que o comprimento de arco da curva parametrizada r(t) = 
5(1 — t)i + 485/25 + 5t2k, definida para 0 < t < 1 é L = 22 — 4V3. Essa curva 
pode ser visualizada na figura 2.4. 

E = —10fi + 108/27 + 10tk e portanto L = fy 1008 + 1008 + 100f2dt = 


10 fi t/E + 2dt = 10 s= 2)s!/2ds = 10 [5 (532 — 251/2)ds 


Licença CC-BY-SA-3.0. Contato: reamatQufrgs.br 
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=2 =] 


Figura 2.4: (esq) Curva do exercício E 2.2.1; (dir) curva do exercício E 2.2.2. 


Exercícios 


E 2.2.3. Mostre que o comprimento de arco da curva parametrizada r(t) = 
(1+ti+(1-t2)3, definida para —1 < t < 1 é L = v5 + as 


E 2.2.4. Mostre que o comprimento de arco da curva parametrizada r(t) = 


(= PT4 (P +P) + (1+ — EE, definida para 0 <t < 1 é L = SEA, 


E 2.2.5. Mostre que o comprimento de arco da curva parametrizada r(t) = 
283% + (1 — t + 24972) + (t8 + 289/2)k, definida para 0 < t < 1 é L = 148, 


2.3 Triedro de Frenet-Serret 


Seja a curva descrita pela função vetorial r(t). Queremos encontrar um vetor 
que seja tangente à curva em um dado ponto. Para tal tomamos o limite 


dr(t) 

dt 
no ponto P relativo a F(t)" sempre que de) + 0. O sentido do vetor det) é dado 
pela parametrização da curva, em outras palavras, o vetor de) aponta no sentido 


em que o parâmetro t cresce. 


Este limite converge para e, geometricamente, para o vetor tangente à curva 


10) leitor atento ao formalismo pode tomar esta como uma definição de vetor tangente. Adi- 
ante, veremos que esta definição é consistente com o vetor tangente do cálculo de funções de uma 
variável. 
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dr(t) 


Figura 2.5: O vetor tangente =% 


Observe que a norma do vetor tangente depende de como a curva é parametri- 
zada e não apenas da curva em si. À fim de trabalhar com um objeto que independe 
da parametrização, é natural definirmos o vetor tangente unitário, denotado por 


> 


T (veja figura 2.6): 


zaj a #0 (2.7) 


A condição de existência para o vetor T é que a função vetorial que parametriza 
a curva seja diferenciável e que sua derivada seja diferente de zero, ou seja, que a 
parametrização seja regular. 


Observação 2.3.1. Quando r(t) representa a trajetória de uma partícula ao longo 


do tempo, a derivada dr) é a velocidade v(t) da partícula. Neste caso, o vetor 


tangente unitário é o versor associado a v(t): 


vt) = oD) = v(t)T(t). 


A norma de v(t), denotada por v(t), é chamada de velocidade escalar. O vetor 
T(t) indica o sentido e a direção da velocidade. 


O vetor T pode ser definido de forma alternativa como segue: consideramos s 
como função de t na expressão (2.6) e observamos que s'(t) = ao | > 0. Assim, 
s(t) é uma função contínua e monótona de t. Por outro lado, usando a Regra da 


Cadeia, temos: 


dr drds dr 


dt dsdt ds 


dt 


dr(t) | 
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e x 


B 


Figura 2.6: Triedro de Frenet-Serret 


dř(t x 
Como 0 representa o vetor tangente, então 


dr 1 df a 
= z =T 
ds ZV] dt 
dt 


representa um vetor tangente unitário. 
Agora, queremos definir um vetor ortogonal a T' que esteja no plano determi- 


dr(t d2r(t . 
amu e EE, Para isso, usamos o resultado do teorema 2.1.2. Observe 


que a função vetorial T possui módulo constante e, portanto, T(t) - a. = (J. 
Observe ainda que 


nado por 


PTF) dT) > dT(t) v'(t) dr(t) dT(t) 
— = v (ÐT (t) 4 = u(t 
dt? e OUR a a NA 
implica 
dT(t) 1 PrE) v(t) drt) 
dt v(t) dt? v(t)? dt 
e assim T(t) e pertencem ao plano gerado por 0) e eo e são ortogonais 
dT(t) 


entre si. Entretanto, não é necessariamente unitário. Logo, faz sentido definir 


dt 
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o vetor normal unitário como 


1 dT(t) 


dT(t) 
dt 


N = 


A figura 2.6 contém a representação do triedro de Frenet-Serret em alguns pontos 
de uma hélice dextrogira. 

Finalmente, vamos definir um vetor unitário que é simultanemente ortogonal a 
T e N. A forma natural de obter um vetor ortogonal a outros dois vem do produto 
vetorial. Assim, o vetor binormal unitário é definido como 


B=TxN. 


Das propriedades de produto vetorial, temos que B, além de ortogonal a TeN ; 
é unitário e forma um sistema dextrogiro. O trio T, N e B é chamado de triedro 
de Frenet-Serret. A figura 2.6 apresenta a representação de alguns triedros de 
Frenet-Serret. 


Exercícios resolvidos 


Esta seção carece de exercícios resolvidos. Participe da sua escrita. 
Veja como em: 


https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html 


E 2.3.1. Considere a curva F(t) definida no exercício E 2.2.4. Encontre o 
triedro de Frenet-Serret T, N e B. 
a DR a 


> 


2 Edi 2 2—3t 

(2 — 3t)? = t2(12 + 18t?) e assim T = ii = TE’ i + Si =] + EE “- 
f 1 Es 36(1 

Derivando em relação a t: a = araye + FIS Ro) = apre) E e para 


normalizar sem trocar seu sentido definimos w = ti+ Dj — (1+t)k, que implica 


2 — 42 = 2 TA t F 1-t 7? 
lall? = + -—t)?+(1+t)? = 3t2+2, e então Ñ EE ST Ta = Va! 755 — 
i j k 
lt 7 : B— T V : —2 2+3t 2—3t => 
gh. Finalmente B = T x N calculado via TE VE Vs 
t 1—t —1—t 
V3t2+2 V3t2+2 vV3t2+2 
(—4—6t2)i—(2+312)7—(2+3f2)E _ 23 17. A 
V12+18t2 V3t2+2 v6 Ve) V6 
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Exercícios 


E 2.3.2. Represente graficamente o terno de vetores TN eBe verifique 
através da regra da mão direita as seguintes identidades: 


a) B-TxN 
b) T=NxB 
EST 


Use a identidade vetorial dada por 
Ux (Ux w) =v- w) — w (u-v) 
para obter as identidades b e c a partir de a. 


E 2.3.3. Considere a trajetória dada pela equações paramétricas 


z = tsen (t) 
= tcos(t) 
z = 0 


Esboce gráfico dessa trajetória para O < t < 27, indicando os pontos inicial e 
final. Esboce o triedro T, N e B nos instantes t = 7/4, t = 37/4, t = 57/4, 
t = 7n/4.(Obs.: Não é necessário calcular analiticamente o triedro.) Considere a 
identidade vetorial dre = 2r. dr no instante t = 7/2, ela é compatível com seu 
desenho? 


E 2.3.4. Um erro comum entre estudantes é substituir a definição de vetor 
binormal unitário B = T x N pela expressão espúria dada por 
dN 


dt 
| 
Calcule esta expressão para o movimento circular uniforme e verifique que ela é 
igual a =T e, portanto, perpendicular a B. 


E 2.3.5. Considere a curva ra ) definida no exercício E 2.2.5. Obtenha o 


s = —1+3¢3/2 2 1+3t3/2 = = o —9243/2 = 
triedro de Frenet-Serret T = vee + ae] t Trk N = uo 
1447/2 F 10802 7 = ot i A 
vV6+188 | Vest e eB v3 5 + NER 


Esta seção carece de exercícios. Participe da sua escrita. 
Veja como em: 


https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html 
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Curvatura nula Curvatura pequena Curvatura maior 


Figura 2.7: Noção de curvatura em um ponto. 


2.4 Curvatura e Torção 


Nessa seção, estamos interessados em definir, a cada ponto da curva, funções 
que medem o quanto ela está torcida ou curvada, isto é, se a curva é muito diferente 
de uma reta ou se está fora de qualquer plano do espaço. Primeiro, definiremos 
uma função chamada de curvatura, que mede a cada ponto do domínio, a norma da 
variação do vetor tangente com respeito ao comprimento de arco s. Naturalmente, 
queremos que a reta tenha curvatura nula, pois ela não difere da sua tangente em 
ponto algum. Para facilitar a visualização, podemos começar pensando apenas nas 
curvas que estão contidas em algum plano. A figura 2.7 apresenta uma noção de 
curvatura em um ponto. 

dT 


O vetor normal N , sendo paralelo a a por definição, também é paralelo a — 


onde s é comprimento do arco definido pela curva da trajetória de r(t). Assim, 


dT 3 
— = kN 2. 
E (2.8) 


onde x(t) > 0 é uma função escalar chamada de curvatura. Por outro lado, 
calculamos a variação do vetor tangente com respeito ao comprimento de arco 
s usando a regra da cadeia 

dT dľdt dT 1 

ds dtds dt |s'(t)|’ 
onde s(t) é a função que mede o comprimento do arco dado pela expressão (2.6). 


dr(t) 
dt 


= 
2 


, temos: 


Usando o fato que? s'(t) = | 


dT 1 dT 
ds © | || dt 
dt 


2Teorema Fundamental do Cálculo, parte 2 
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Figura 2.8: Círculo de curvatura 


d 


r(t) 


[E 


Definimos também, para cada ponto t do domínio, o raio de curvatura p(t) da 
forma: 


O raio de curvatura tem a seguinte interpretação geométrica: considere um ponto 
T(to) onde da curvatura não é nula e defina o ponto T(to) + «(to)N, chamado de 
centro de curvatura. O círculo centrado no centro de curvatura e raio p(t) é 
tangente a curva em to e possui a mesma curvatura (veja a figura 2.8). 


Exemplo 2.4.1. A curva descrita por 7 = acos(t)i + a sen (t)j, a>0,0< 
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t < 27 é uma cincunferência. Sua curvatura pode ser obtida da seguinte forma: 


dr(t = ? 
aC = —asen (t)i + acos(t)j, 
dr(t) J 
dt | = Va2sen 2(t) + a? cos?(t) = Va? = |a| = a, 
o - Di Dj > 2 
Fg = asen (t)i + a cos(t)7 sont ccs 


a 


(2.11) 
(2.12) 


Exemplo 2.4.2. Dada a curva y = 7%, vamos encontrar a curvatura e o raio de 
curvatura no ponto x = 1. Primeiro, encontramos uma parametrização para essa 


curva, por exemplo, 7 = ti + tj. Calculamos: 


dP) > o> 
= 2 
dt tg, 
| a | TEE 
dt i 


dT'(t) Ato St? 2? P 
o Vara)  VI+ 48 


dr(t) 
= v5 
[Fs 
dT (t) ER 8 2): 4, 2 
= — 1 — ——— E = 1 =; 
dt J5 = vo) Ye var 
e 
dT(t)| 6 4 2 
dt 55 5 5 
Portanto, p 
Sl 2 
k(l) = -& = = 
|S 5v5 
5 
5v5 
p=: 


veja representação geométrica na figura 2.8. 
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O leitor deve ter observado que conhecendo somente a curvatura não é possível 
reconstruir uma curva a partir de um ponto dado. Um curva pode não estar 
contida em plano algum no espaço e, por isso, precisamos definir uma função 
escalar, chamada torção, que mede a magnitude da variação do vetor binormal. A 
figura 2.9 apresenta uma ideia de torção: uma curva contida em algum plano no 
espaço tem torção nula e quando maior a variação com respeito ao plano definido 
por T e Ñ, maior a torção. O leitor deve tomar cuidado na interpretação da figura 
2.9, pois se esticarmos indefinidamente a hélice circular representada, ela voltará 
a se aproximar de uma reta, que tem torção nula (veja problema 2.4.2). Sabendo 
que a torção será definida em termos da variação do vetor binormal com respeito 
ao comprimento de arco s(t), fazendo algumas observações: 


dB dia - df dN 
Te Ni x Ne 
ds ds ( i i ds E ds ` 
Usando a expressão (2.8), temos que @ = kN, logo 
dB =» dN 
= KM, 
ds ds 
Isso implica que ge é q a T. Mas, pelo teorema 2.1.2, temos que é 
ortogonal a B. Logo, 2 qu é paralelo a N, ou seja, podemos definir 
dB A 
— = -TN 2.13 
ds T ? ( ) 
onde 7 é chamado de torção. O sinal negativo tem um propósito: quando 7 > 0 daB 


está no sentido de —N ; então se P é um ponto sobre a curva movendo-se no sentido 
positivo, B gira em torno de T como um parafuso de rosca direita sendo apertado 
(veja a figura 2.10). Em alguns contextos, calculamos a módulo da torção, dada 
por 

dB| 
ds 


ri = 


Ainda, definimos o raio de torção por 


Podemos calcular SE em termos da curvatura e da torção: 


E age Bro 


Licença CO-BY-SA-3.0. Contato: reamatQufrgs.br 


18 Cálculo Vetorial 


Torção nula Torção pequena - Torção maior - 


Figura 2.9: Ideia de torção. 


Usando as expressões (2.8) e (2.13), escrevemos 


= rN x T+ B x nN. 
ou seja, E 
fo T. (2.14) 
As equações (2.8), (2.13) e (2.14) são chamadas de Fórmulas de Frenet-Serret. 


Como esperávamos, se K = 0, então a = 0, o que implica que T não varia ao 


longo da curva, ou seja, a curva é uma reta. Agora, se T = 0, então aB =0eBé 
um vetor constante. Como B-T =B- g = 0, então podemos integrar para obter 
B - (T — 19) = 0, onde ro é um vetor constante da integração. Logo 7 está contido 


no plano ortogonal a B. 


Exemplo 2.4.3. Vamos calcular curvatura, raio de curvatura e o módulo da torção 
para a hélice circular F(t) = cos(t)i + sen (t) + tk: 


a = — sen (t)i + cos(t) + k, 
dr(t) | 
GR 
> sen (t)-> cos(t) 
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dT(t)| 1 
dt | y? 

1 í l 

3 

Ril) = A? 
p(t) = 2, 


> > 


N(t) = — cos(t)i — sen (t)j, 


i j k 
D = sen (t) cos(t) 1 
a va 7 


0 
| > 1 
= Ty AP qa 


E 2.4.1. Calcule a curvatura, o raio de curvatura e o módulo da torção das 


curvas abaixo: 


a) F= acosh(t)i + bsenh (t)j, —co < t < œ, a > 0, b > 0. 
b) F= acos(t)i + bsen (t)k, 0 < t < 27, a > 0, b > 0. 


c) F= acos(t)i + asen (t) + ctk, t > 0, a > 0, c> 0. 


E 2.4.2. Dada a hélice circular F = a cos(t)i + asen (t) + ctk, t > 0, a > 


0, c > 0, calcule o valor de c para que a torção seja máxima. 

A curvatura e a torção podem ser calculadas de maneira mais simples. Para 
concluir isso, começamos calculando as derivadas de 7. Usamos aqui que s(t) = 
dr(t) 

t 


||, obtida da equação (2.6): 


EE dds um 
— = — — =— "Pr 
A dade ” 


3 


Licença CO-BY-SA-3.0. Contato: reamatQufrgs.br 


20 


Cálculo Vetorial 


24 


curvatura 


24 


* curvatura 


Figura 2.10: Curvatura e Torção 
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Br a. 4 
TE = STS- 
p dE > 
s T+ SIN 


= er (PKN 


ËF 


= dT + dN + 
mm n TRA N 12 1 
3 Ss pe ad + 8 [E re) 


T+ s"s'kN + (2s's"k + s?) N 
s®k(—«T + TB) 
= (s” 625) T$ (3s"s'% + s?) N + skr, 


+ 


onde usamos as expressões (2.8) e (2.14). Agora, tomamos os seguintes produtos: 


dr dr BB dr dr dr 
— x — = kB e x . = s k?T. 
dt dt? dt dt? dt 
Isso implica em 
dr dr | 3 dr der dr dr d2r ||? 
— x —|| = |s |« e . = 
dt dt? dt dt? dt? dt dt? 
ou seja, 
df, dr 
pl x EA 
— la x ah (2.15) 
lall 
e 
dÈ x dr, Er 
_ UÉ dt 
| dr x dr j (2.16) 


dt © dt? 
Observação 2.4.1. Uma aplicação natural é a decomposição da aceleração em 
suas componentes tangencial e normal. Observe que 
dr > > 
=u =T 
dt 
> Tm 2. NT 
d =vVvT +v KN. 
Concluímos que a aceleração está no plano normal a B e possui componentes 
tangencial e normal: 
a = arT +a NN ; 
onde ar =v’ e ay = v?k. Então, se a velocidade possui normal constante, temos 
que v’ = 0 e a aceleração possui apenas componente normal. 
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Exemplo 2.4.4. Consideremos agora, a curva gerada pelas seguintes equações 
paramétricas: 


x(t) = cos(t) y(t) = sen (t) z(t) = f(t). 


Onde f(t) é uma função dada. Observe que a projeção desta curva no plano xy é 
uma circuferência de raio 1. A curva é, portanto, gerada pela trajetória de ponto 
cuja projeção do movimento no plano zy é cirvular e a altura é dada pela função 
f(t). Podemos calcular a curvatura e a torção conforme a seguir: 


rt) = cos(t)i + sen (t)7 + HOL 


a = —sen (bi + cos(t)j + f'(t)k 
Ër > + / L 
o cos(t)i — sen (t)j + f"(t)k 
dr > 2 MNT 
q — sen (tji — cos(t)) + f™(t)k 
Assim, calculamos: 
> 2 
Tx Je = [1"(8) cos(t) + F'(t) sen (¢)] 7+ [- F(E) cos(t) + f” (t) sem (B)] F + 
dr dr m E , m 
dt ap" = f(t) + FT) 
dr 
| r E úh = y1+ (f° + (1 ) 


E finalmente, obtemos: 


y1+( E(P 
T ງ 

Fl e ) 
1+ OF 


Podemos, agora, explorar diversos casos particular: 


(0)° 


a) Caso f(t) = c constante. Neste caso, recaimos na circunferéncia de raio 1, 
cuja curvatura é 1 e a torção é nula. 


b) Caso f(t) = ct com c constante. Recaímos na hélice cicular uniforme, já 
: a zná € 
estudada, cuja curvatura é Tr e a torção é voa. 
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c) Caso f(t) = ct? com c constante. Recaímos na hélice cicular com espaça- 


E . 2 aí 2 242 š 
mento linearmente crescente, cuja curvatura é dada por RT e cuja 
[6 
As z ct 
torção é dada por 2 Fame 


d) Caso f(t) = sen (t). Recaimos na elipse de semieixos 1 e 2 no plano y = z. 


Neste caso, a curvatura é Kk = zz € a torção é nula. 


— y2? 

(1+cos(t)2) 

e) Caso T = 0, isto é, f(t) + f””(t) = 0, o que é equivalente a f(t) = a + 
b cos(t)+csen (t) onde a, be c são constantes. Recaímos na elipse de semieixos 


1 e y1 +b? +c no plano z = br + cy. Neste caso, a curvatura é k = 
b2+c2+1 
(1—be sen (2t)+c? cos? (t)+b? sen 2(t) 


2 ea torção é nula. 


Exercícios resolvidos 


Esta seção carece de exercícios resolvidos. Participe da sua escrita. 
Veja como em: 


https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html 


Exercícios 


E 2.4.3. Considere a hélice dada por 


xz = acos(t), 
= asen (t), 
2 vel, 


onde a > 0. 


a) Encontre a curvatura desta hélice usando a fórmula 


b) Encontre a torção desta curva usando a seguinte fórmula para calcular o 
vetor binormal unitário: 


B= 


Y 
am 
=œ 
L 


c) Encontre a torção máxima e a torção mínima para um dado a. 
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E 2.4.4. Considere as funções vetoriais dadas por 


l 


2 


t) cos(mt)i + sen (rt)j 
t) = cos(nt®)i+ sen (mt°)7 


Q + 


( 
( 
Verifique que ambas parametrizam a mesma curva quando —1 < t < 1. Verifique 


se as parametrizações são regulares e compare o comportamento da derivada em 
t = 0. Que consequências isso tem para a existência do vetor tangente unitário? 


E 2.4.5. Uma motocicleta percorre uma trajetória circular de raio 20m com 
velocidade constante em módulo. A motocicleta poderá derrapar se a aceleração 
normal exceder 2m/s2. Qual é a velocidade máxima do motocicleta para que ela 
não derrape? 


E 2.4.6. Mostre que se ay e ar indicam as acelerações normal e tangencial, 
respectivamente, então 


Jal]? = ax + a7 
onde à é o vetor aceleração. 
E 2.4.7. Mostre que a curvatura do gráfico da função 
y = f(z) 
sobre o plano xy é dada pela expressão 


PO 
EOD 


Kim) = 


Use esta expressão para obter a curvatura das seguintes curvas planas: 
a) y=axr +b 


b) y= va — 74, —a < x < a onde a > 0. 
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Como você interpreta os casos a) e b) ? As curvas dos ítens c) e g) possuem 
pontos onde a curvatura é zero. Que implicação isso tem sobre a existência do 
vetor normal unitário N? Interprete geometricamente. 


E 2.4.8. Calcule o valor mínimo e o valor máximo do raio de curvatura de 
uma elipse de semi-eixos a e b quando 0 < a < b. O que acontece quando a = b? 
Quais são os semi-eixos da elipse cujo raio de curvatura varia entre 50m e 400m? 


Esta seção carece de exercícios. Participe da sua escrita. 
Veja como em: 


https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html 
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Capítulo 3 
Superfícies 


> 


Neste capítulo, estudamos funções vetoriais do tipo f(u,v), ou seja, uma função 
que associa um ponto do plano real a vetores no espaço. 


3.1 Funções vetoriais de duas variáveis reais - 
superfícies 


Uma função vetorial de duas variáveis é uma função da forma 


r: Di x Da > R3, 


onde Dı x Dy C R? é o dominio de definição de F e (u,v) € Dı x Dy são os 
parâmetros ou as coordenadas de superfície. Em coordenadas cartesianas, uma 
função vetorial assume a seguinte forma: 


F(u,v) = z(u,v)i + y(u,0)7 + z(u,v)k 
Exemplo 3.1.1. São exemplos de funções vetoriais 
a) f(u,v) = sen (u)i + cos(v)j + uvk 
b) g(u,v) = sen (u) cos(v)i + cosh(u) senh (v)j + uk 


Uma superfície no espaço pode ser representada pelo conjunto de pontos de 
uma função vetorial F(u,v) não constante em todo o seu dominio. A seguinte 
interpretação ajuda entender essa função: se fixamos v e temos que F(u,v) descreve 
uma curva e Tu(u,v) é um vetor tangente a essa curva. Da mesma forma, se fixamos 
u temos que 7(u,v) descreve uma curva e Ty(u,v) é um vetor tangente a essa curva. 
Se essas curvas não forem paralelas, temos um sistema de coordenadas curvilíneo 
para escrever todos os pontos da superfície. Pense no globo terrestre, o medidiano 


26 
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UMN 
NYY 
DITAS 


Figura 3.1: Um esfera centrada na origem com meridianos e paralelos traçados. 


de Greenwich e a linha do Equador: o globo como uma superfície, Greenwich e 
Equador como duas curvas e longitude e latitude como um sistema de coordenadas 
curvilíneo, veja Figura 3.1 Observe que esse sistema curvilineo fica bem definido 
quando r, e 7, não são paralelos nos pontos do domínio. Chamamos de superficie 
regular aquela que satisfaz 
TX Ta 0. 
Exemplo 3.1.2. A superficie 
F= asen (u) cos(v)i+asen (u) sen (v)j+acos(u)k, a> 0, 0<u< rT, 0<v< 2r 
descreve uma esfera centrada na origem e raio a. De fato, colocando 
x = asen (u) cos(v), y = asen (u) sen (v) e z = acos(u), 
temos que 
1 +y +2 Sg. 
Além disso, se (x,y,z) é um ponto qualquer nesta esfera, então existem u e v 


na parametrização. Para tal, basta escolher u = cos! (=) e escolher v € [0,27) 
tal que: 
T y 
cos(v) = ——— e sen(v)= ET ul e ue. 


3.2 Quádricas 
A figura 3.2 apresenta uma lista das principais quádricas estudadas na disci- 
plina de Cálculo Diferencial e Integral com funções de várias variáveis. As equações 


são as seguintes: 
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a) Cone elíptico: 2° = ai + a 
y2 2 aê 

b) Elipsóide: zZ + pZ + Ro 1 

c) Parabolóide Elíptico: z = E 


d) Parabolóide Hiperbólico: z = 


e) Hiperbolóide de uma folha: S gi un E, 


f) Hiperbolóide de duas folhas: — 


Cone Elíptico Elipsóide Parabolóide Elíptica 


Figura 3.2: Quádricas 


| Se 


Parabolóide Hiperbólico Hiperbolóide de uma folha Hiperbolóide de duas folhas 


3.3 Caso particular onde a superfícies é definida 


por uma função 


O caso particular da superfície representada por uma função z = f(x,y), po- 
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demos assumir uma parametrização natural F = ui+ vj + f(u,v)k. Analogamente 
para os casos y = f(x,z) ou x = f(y,z), podemos assumir, respectivamente, as 


3.4. VETOR UNITÁRIO NORMAL 29 


parametrizações F = ui + f(u,v)j + vk ou F = f(u,v)i + vj + uk. Para o caso 
z = f(x,y) (analogamente para os demais), a condição r, X T, # O assume a forma 


ij k 
TuXTo = |1 0 fu(u,v) 
0 1 f,(u,v) 
= fui faj dE #0 


Isso implica que r, x Ty # 0, ou seja, a superficie é regular. Voltaremos a discutir 
esse assunto nos proximos capitulos, quando o vetor gradiente estiver definido. 


3.4 Vetor unitário normal 


Para os fins de teoria de integraçao sobre superfícies, que discutiremos mais 
adiante, é fundamental definir o vetor unitário normal. Dado uma superfície e um 
ponto nela, dizemos que um vetor é normal à superfícies, se ele é perpendicular 
no ponto a cada curva contida na superfícies. Em especial, um vetor normal 
à superfícies no ponto xo = x(uo;v0), Yo = Yluo,vo) e zo = Z(uo,vo), deve ser 
perpendicular às curvas T(uo,v) e T(u,vo), isto é, as curvas geradas quando se fixa 
um dos parâmetros up ou vo, respectivamente. Assim, podemos concluir que cada 
vetor normal está da mesma direção do produto vetorial 7, x Fy. Finalmente, o 
vetor normal unitário deve ter normal unitário, portanto, deve ser da forma: 

tei o (3.1) 
Tu x To] 


Aqui o sinal indica para qual lado o vetor normal aponta. 
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Campos vetoriais 


4.1 Campos escalares e campos vetoriais 


Campo é termo usado para designar funções definidas em uma porção do es- 
paço tridimensional (ou bidimensional), isto é, funções cujo domínio D é um sub- 
conjunto de Rê (ou R2). Trabalharemos com dois tipos de campos: os campos 
escalares e os campos vetoriais. Os campos vetoriais são funções cuja imagem é 
composta de vetores no R3, já a imagem dos campos escalares são números reais, 
isto é, escalares. 


Exemplo 4.1.1. São exemplos de campos escalares. 


a) A função que liga a posição de um ponto dentro de uma sala à temperatura 
neste ponto. 


b) A pressão do ar como função da posição na atmosfera. 

c) f(x,y,z) = 100 + 20e7 V ++ 

d) f(x,y,z) =F- F =£? +y? + 27, onde F= zi + yj + zk. 
Exemplo 4.1.2. São exemplos de campos vetoriais. 


a) A função que liga a posição de um ponto dentro de uma fluido à velocidade 
(vetor) neste ponto. 


b) O campo magnéticos, elétrico, gravitacional etc. 
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4.2 Representação gráfica dos campos vetoriais 


Um campo vetorial é representado graficamente por um conjunto de setas par- 
tindo de pontos (x,y,z) e de comprimento proporcional ao módulo de F'(x,y,z) e 
mesma direção e sentido de F'(x,y,2). O conjunto de pontos é escolhido de forma 


arbitrária de forma a permitir interpretar o campo. 


Exemplo 4.2.1. Represente graficamente o campo vetorial F (By) = vi, y > 0. 


= = = = i A = > = = 
m = = = = = = = = 
> = = = = = = = » 
= = = = = = m -— = 
= = = » (). 5 -— = = = = 
Lagi » = = p> 1 1 > 1 
= = = = = = -= = = 
> > > > > > >- > 

T 

- 


Exemplo 4.2.2. Represente graficamente o campo vetorial F(x,y) = xi, y > 0. 
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1A y 
a <4 <4 - -0.8 - = = = > 
4 4 < < - - = = = = 
0,6 
4 < 4 < - - > = = = 
0,4 
<4 < <4 < - - - = = = 
0,2 
4 <4 4 - - - - = = = 
T 
< 4 4 < - tf _ = = > -m 
—1 —0,5 0) 0,5 1 
<4 4 <4 < - - = = = = 
—0,2 
q 4 4 - - - = = = = 
—0, 4 
4 4 <4 < - - - = = = 
—0, 6 
4 4 <4 < - - - = = = 
< < < -—().8 - - = = = 
—1 
Exemplo 4.2.3. Represente graficamente o campo vetorial F(x,y) = —yi + 27. 
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14 y 


4 é Í 
yp Y a å 1 
+ gf Eq > 
=i + Tos 0 , 05 4 4 ı 
vo 209,20 
y 


4.3 Cálculo com o operador nabla 


4.3.1 Operador V 


No cálculo vetorial, o operador v, pronunciado nabla ou del, é um símbolo 
usado para denotar uma série de operadores diferenciais definidos em campos es- 
calares e vetorias, como gradiente, divergente e rotacional. Ele é definido simboli- 
camente como: 


qe a a 


do on oe (4.1) 
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Rigorosamente falando, o operador del não é um operador diferencial, mas um 
mnemônico que ajuda a lembrar de uma série de operadores diferenciais: 


-øf 


>. _ >f -öf . 
Vf = E E k 5; (Gradiente), 
> xq _ OF, OF; 0F n, 
Ver = dE + dy + 3; (Divergente), 
2> 3 »(OF3 OF -(0F, ôF; » (OF; OF 
= = | e | = 1). 
Vx F i ( a J ( 33 — dr k E (Rotacional) 


O rotacional pode ser representado pelo seguinte determinante simbólico, que fun- 
ciona como um mnemônico para lembrar facilmente de sua definição: 


i j k 
7 1 | 0 0 ə 
Vx fF dx Oy Oz 
F P F 


Exemplo 4.3.1. Calule o gradiente do campo escalar dado por f(x,y,2) = ry +z. 


=, _ -ðf -ðf -əf 
Vf = 0 ao 


Exemplo 4.3.2. Calule o divergente e o rotacional do campo vetorial dado por 
F = (yz + zji + 2°] + 25k. 
> OF; ôF, OF; 


=yi +j +k (4.2) 


V-F = =1+0+32 =32 +1 4.3 
V dE + dy + +0+3z zf + (4.3) 
i j k 
Jem = Ə ð ə 
Vx F 2 22 (4.4) 
yz+r 22 q 
= (0—22)7+(y—0)7+(0—2)k (4.5) 


= 22 + yj — zk. 


Exemplo 4.3.3. Dado o campo vetorial dado por F = x°i-+y2j, calcule o gradiente 
do divergente,VV - F, de F 
> > OF; OF; OF: 
VF = + + rt Ay (4.7) 
dx Oy Oz 


VV- F = 202% +27 (4.8) 


Licença CC-BY-SA-3.0. Contato: reamatQufrgs.br 


4.3. CÁLCULO COM O OPERADOR NABLA 35 


4.3.2 Operadores diferenciais de segunda ordem 


Operadores diferenciais de segunda ordem podem ser definidos através da com- 
posição de operadores diferenciais de segunda ordem. Combinando o gradiente, 
rotacional e divergente, encontramos as seguintes possibilidades: 


V.Vf (Divergente do gradiente ou laplaciano) (4.9) 
Vx Vf (Rotacional do gradiente) (4.10) 
VV.F (Gradiente do divergente) (4.11) 

V-VxF (Divergente do rotacional) (4.12) 
Vx VxF (Rotacional do rotacional) (4.13) 
(4.14) 


As expressões V x Vf e V-V x F são identicamente nulas para campos duas vezes 
continuamente diferenciáveis, o que pode ser provado por simples inspeção: 


io j k 
VEVI = || 2 2 2 (4.15) 
of of Of 
dv Oy Oz 
-[0f Pf 
= (ແ — dar) (S10 
(Of f 
(EE-E) (a) 
-[ Pf Pf 
ແ (35m) 


Sob a regularidade exigida, as derivadas parciais podem ser comutadas e cada 
termo do rotacional é nulo, isto é: 


V.VxF =o0 (4.19) 


A demonstração é análoga para o divergente do gradiente. 


Exercícios resolvidos 


ER 4.3.1. Mostre que v- (Vf x Vg) = 
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Solução. 
B = ¥. (Ff xo) 
= Vg-(V x Vf) +Vf-(V x Vg) tab(11) com F = Vf e Ĝ = Vg. 
= 0 tab(8) 


© 


Solução. 
E = Vx (FV-F)+F x |VxV x F| +F x VF 
= Vx (FV - F) +F x [Vx V x F + VF] 
= V x (FV -F) + F x V(V F) tab(10) 
x F+(V-F)(V x F)| +FxV(V É), tab(6) com f= VF. 


-> 


Onde se usou que A x B=-Bx À. 


2 


ER 4.3.3. Verifique tab(10), isto é, Vx V x F = VV - F — V2F para 


F= xyi + wyzj + Cy. 


Solução. 
i Jj k 
3 D — 0 ວ 0 
VxF Ox oy oz 


Ty xyz zy 


2 — zy) i+ (0—0)7+ (uz - 2?) k 
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i J k 

oxox F = Ə 0 a 
x == 

KY F Ox oy oz 


VF V(22y + £z + 2y2) 


= (2y + 2)i + (27 + 22)j + (x + 2y)k 


< l 

< 

= 
| 


VF = 2yi + 0j + 2yk 


Vemos que a identidade se verifica. 


4.3.3 Derivada direcional e gradiente 


ER 4.3.4. A temperatura da um ponto P(x,y) de uma placa metálica é: 


TY 
TET 


Encontre a taxa de variação da temperatura em (1, 1) na direção do vetor à = 2-7. 


Solução. Primeiro normalizamos o vetor à para obter o versor com sua direção e 
sentido: 


Sı 


II 
E 
FR) 
ho 
| 
Sy 
ico RR a 


Agora calculamos o gradiente da função dada: 


3 y — r? +y i+ r+ 72 — y2)7 
Vig ( ) > A 
(1 + 72 + y2) 
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Substituimos no ponto x = y = 1: 


A derivada direcional é dada por: 


Tae 


> VB a i+ Vo 
(2) == 


4.3.4 Divergente 
4.3.5 Rotacional 


4.4 Identidades envolvendo o operador nabla 


Nesta seção, discutimos alguma identidades envolvendo o operador v. Sejam 
f = f(x,y,2) e g = g(z,y,z) campos escalares e F = F(x,y,z) e G = G(x,y,2) 
campos vetoriais. Então, valem as identidades da tabela 4.1. 


4.5 Campos conservativos 


Definição 4.5.1. Um campo F(x,y,2) é dito conservativo se existe um campo 
escalar (x,y,z) tal que 
F(x,y,2) = Vp 


Neste caso y é chamado de campo potencial de 


> 


E (ou) 


Observação 4.5.1. Campos conservativos também são conhecidos como campos 
gradientes ou campos irrotacionais, este último nome advém do fato que 


V x F(z,y,2)=V x Vp =0. 
Esta identidade é oriunda da Tabela 4.1, item 8. 


Exemplo 4.5.1. O campo É = 2xyi + «2; é conservativo por F = V (xy). 


Teorema 4.5.1. Seja F : RË > RÈ um campo vetorial contínuo e Vx F= 0, 
então F é conservativo. 
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Tabela 4.1: Tabela do operador V 


1. V(f+9)=Vf+Vg 
2. V.(F+G)=V-F+V-G 
3. Vx (F+G)=VxF+VxG 
4. V (fg) = fÝg+97f 
5 TM) = (0A +f (VF) 
6. Vx (fF) =Vfx E+ $V x F 
ງ dove 
onde V? = Z z ds | 2 é o operador laplaciano 
8. V x (Vf) =0 
9. V-(V x F)=0 
10. Vx(VxF)=V(V-F)-VF 
11. V.(FxG)=G-(VxF)-F-(VxG) 
o Vx (Fx 6) =(&.%)F-G(%-F)- 
-(F.%)G+F(%-0) 

| F)-ECNMENA 

+ x (1x0) + Cx (Fx F) 
14. Vo(r) = p'(r)f 
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Demonstração. Como V x F = 0, temos: 


oh Or ia 
0h Oh a 
OB Ld 9 

Defina, agora, a função w : Ré —> R dada por 

pla) = A Fi(s,y,2) + A Fo(0,8,2) + A F(0,0,s). 

Basta provar que Vo(2,y,2) = F, isto é 
“e = F, (4.23) 
= = Fy (4.24) 
e = F}. (4.25) 


A primeira desigualdade advém diretamente do teorema fundamental do cálculo. 
Para obter a segunda desigualdade, derivamos o potencial em relação a y: 


o E o, 
gy? 7) I T 1(s;y,2)ds f 2(0,y,2) 


? a 
= f a to(s,y,2)ds + F(0,y,2) 
o Os 
= (Fo(x,y,2) e F3(0,y,2)) e Fo(0,9,2) = Fo(x,y,2) 


Onde usamos a Identidade 4.21. 
Finalmente, para obter a terceira desigualdade, derivamos o potencial em re- 
lação a z: 


Cu ) = fri Jd + f ZRO )ds + F3(0,0,2) 
az” T,Y,Z = É Da 1(5,Y,2 JQS i D3 21U,5;2)AS 34U,U,2 


2.0 Ka) 
= — ale; F: 
j as 3(5,Y,2)ds 1 ag 1 3(0,5,2)ds + 3(0,0,2) 


J (Had) HOw) 4 (HOH 2) 00a) OO) 


= F3(7,y,2) 


Onde usamos as Idendidade 4.20 e 4.22. 
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4.6 Campos radiais e potenciais centrais 


Campos radiais vetoriais são campos da forma F = f(r)f, isto é campos veto- 
riais cujo módulo depende apenas da distância até a origem, isto é, de r = ||r|| = 
V£? +y? + 2º e cuja direção é sempre paralela ao vetor posição, f. 


Exemplo 4.6.1. Represente graficamente o campo vetorial F =F no plano xy. 
y 


1,0 ; i | 
y A oA b à A d { 4 4 A 
0,8 ` \ | f 
X ¥ + +» à A 4 4 4 4 4 
0.6 
x w + + b 4 4 4 4 ¥ Pa 
0.4 
w Y ¥ y + 4 4 4 Y wy v 
0, 2 — y ~ ~ ` A ” v y ” 
y 0.0 < <4 < - - - - = = » | 
=: 9 p> <A a a + ` a > > > 
A A # # # Y 4 a a A A 
—0, 4 
+ # # » (4 1 1 4 4 a a 
—0. 6 
# # # 4 á y | 4 a 4 a 
—0, 8 
a # 4 4 | Y q q q ~ 4 
—1, 0 ' | 


Esta seção (ou subseção) está sugerida. Participe da sua escrita. Veja como em: 
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html 
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Exercícios resolvidos 


Esta seção carece de exercícios resolvidos. Participe da sua escrita. 


Veja como em: 


https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html 


ER 4.6.1. Um exercício. 


Solução. Resolução do exercício. Q 


Exercícios 


Esta seção carece de exercícios. Participe da sua escrita. 
Veja como em: 


https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html 


E 4.6.1. Um exercício. 


4.7 Exercícios finais 


Esta seção carece de exercícios. Participe da sua escrita. 


Veja como em: 


https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html 


E 4.7.1. Um exercício. 
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Capítulo 5 


Integral de Linha 


Neste capítulo, estudamos a integral de linha e teoremas relacionados. 


5.1 A integral de linha para um campo escalar 


Para um campo escalar f : D > 


R, Dc 


R3, a integral de linha ao longo de 


uma curva suave por partes é definida por 


f f(F) ds = | FFO) F(E) dt, 


onde 7 é uma parametrização para C tal que F(a) e F(b) são os pontos iniciais e 


finais da curva. 


5.2 A integral de linha para um campo vetorial 


Para um campo vetorial F: D> 


RDC 


R3, a integral de linha ao longo de 


uma curva suave por partes C é definida por 


JF - dř = f Few -F'(t) dt 


onde F é uma parametrização para C tal que f(a) e F(b) são os pontos iniciais e 
finais da curva, que está no sentido F(a) > r(b). 
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5.3 O Teorema Fundamental para Integral de Li- 
nha 


Teorema 5.3.1. Seja F um campo vetorial definido numa região R do espaço e 
Po(xo,y0,20) e Pi(x,y,z) dois pontos em R. Se F é conservativo , isto é, F = Vw 
para algum potencial p, então 


l F - dF = p(£,y,2) — p(£0,Y0,20), (5.1) 
c 


para qualquer curva C suave por partes em R com inicio em Py e extremidade em 


P. 
f Far 
Cc 


Reciprocamente, se 
é independente da curva que começa em Py e termina em P,, então o campo é 
conservativo. 


Demonstração. Sem perda de generalidade, suponha C uma curva suave parame- 
trizada por F(t) = «(Di + y(Dj + z(t)k, „to < t < tı, com inicio em Tlto) = Pe 
fim em r(t;) = P. Então, supondo que F é conservativo, isto é, F = Vo, temos 


J Far AR 
C C 
t 
À 
t 
= [ (Gem Sera Ser) (Gois Wya SEE a 
to 


i (3 | dp dy EB) ct 


dr Ot Oy Ot Oz Ot 


to 

Usando a regra da cadeia, temos que o termo 
Dp pör dpdy dpdz 
Dt Oxot Odydt Oz dt 


é a derivada total de y com respeito a t. Logo, pelo Teorema Fundamental do 


Cálculo, temos: 
tı 
f F.dr f a 
c w Dt 
= p(z(t1),Y(t1),2(t1)) — plu(to),ylto),z(to)) 
= p(2,y,2) P(Fo;Y0;20)- 
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Reciprocamente, dado que a expressão (5.1) é válida para qualquer curva € que 
liga dois pontos na região, definimos a função 


Es Pi = (x,y,z) = 
pavz) = | Far | Fare F. dF, 
C Po (#0,Y0 +20) 


onde C é uma curva qualquer que começa em P e termina em P. Mostraremos 
que q é o potencial do campo F =Hi+ Bj + Fsk, ou seja, F= Vo. De fato, 
observe que 


t+Az,y,2) 5 (x,y,z) E 
( ( 


F0;Y0 +20) F0;Y0 20) 
B+ALY,Z) (20,40,20) |, 
= F. a+ | F -dr 
(z0;Y0 20) (z,y,2) 
t+Az,y,2) _ 
= | F. dr. 
(x,y,z) 


Parametrizando um caminho reto entre (x,y,z) e (7+ Az,y,2) por F = ti+yj + zk, 
x <t < Az, temos: 


w+Az 


= f = (Fii + Faj + Fsk) cidt 


II 
e 
> 
R 


F: (t,y,2)dt. 


Logo, pelo teorema do valor médio, 


p(w F Az,y,2) = p(7,Y,2) l qu 
dE ços F 
Ar Ar > 1(t,y,z)dt 
1 
= — Fi o) ks E+ Ax, 
Ax 
Portanto, 
—— = mm 
ox Az0 Ax 
= im —F1(€,y,2) 
= Fi(zy,z). 
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Analogamente, podemos demonstrar que 


> > 


ou seja, F = Vp. 


5.4 Relação entre campos irrotacionais e conser- 
vativos 
Teorema 5.4.1. Seja F um campo vetorial definido numa região R do espaço. 


Então F é conservativo , isto é, F= Voy para algum potencial p, se e somente se 
F é irrotacional, , isto é, Vx F=0. 


Demonstração. Se Fé conservativo, isto é, F= Vo, então pelo item 8 da tabela 
de indentidades 4.1, o 

Vx F=Vx Vp=10. 
Reciprocamente, dado F= Fii + Pj + Fk com 


i j k 
Vá P-lo a 0 | 
Vx# dx Oy Oz 0, 
Fi F F; 
temos JF JF 
3 2 
— = — 9.2 
a OE! (5.2) 
OF, OF; 
— = — 5.3 
Oz Ox (Pa 
e 
OF; OF 
= —. 5.4 
Oz Oy E) 
Agora, defina 
C 


onde C é a curva que liga os pontos (x9,0,20) ao ponto (x,y,z) através das arestas 


(x,y0,2), (F0;Y;2) e (x,y,z). Isto é, C pode ser escrito com a união de três segmentos 
de retas, C = C1 U Ch U C3, com as seguintes parametrizações: 


Ci é F(t) = ti + yo) + zok, To < t < L 
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C9 : Ta(t) = wi + tj + iol, Vo SE<y 


C3 : z(t) = wi + yj + tk, RY 


Mostraremos que y é um potencial para o campo F, isto é, F= Vo. De fato, da 
equação (5.5), usamos as parametrizações das curvas C1, C9 e C3 para obter 


(x,y,z) = J Fars | Faart | F. dF 
Ci C5 C3 
zo. Y És 
f noat | F-ra f F - 73(t)dt 


Z0 Yo Zo 


É y z 
J menani l Harni f neui (5.6) 


Z0 Yo Zo 


Pelo Teorema Fundamental do Cálculo, derivamos a expressão (5.6) em z e obtemos 
a última componente do campo: 


o 
= = F; (x,y,z). (5.7) 
Agora, derivamos a expressão (5.6) em y 
dp o f7 
— = F — F: t)dt 
oy 2(2.Y,20) + Oy A 3(T,y, ) 
Z OF3(z,y,t) 
= F(x,y, + | —— dt 
a o Oy 
7 OF: 
= Palema) + | OPA Yt) 1, 
z Oz 


onde usamos a expressão (5.2) na última passagem. Assim, usamos o Teorema 
Fundamental do Cálculo para obter 


o 
- = Fo(1,y,20) + Fo(x,y,2) T Fo(x,y,20) = Fa(2,y,2). (5.8) 
Finalmente, derivamos a expressão (5.6) com respeito a x: 


dy 
Ox 


o f” o [* 
Fi(x,y0,20)dt + or Fo(x,t,2o)dt + oz J F;(x,y,t)dt 


Yo 


y F. t z F r 
= Fi(x,y0,2)dt À f OFa(z,t,20) y | | OF3(w,yft) y 
y z 


g Ox o Ox 


y F t z F i 
File co)dt+ f ae + f FE, 
yo y 20 z 
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onde usamos as expressões (5.3) e (5.4) na última passagem. Assim, usamos o 
Teorema Fundamental do Cálculo para concluir que 


dia 


Ər = F(2,y0,20) F Fi (£,Y,z0) = F(x,y0,20) + Fi (x,y,z) = Fi (1,y,20) 


= Fi(2,y,) (5.9) 


Portanto, das expressões (5.9), (5.8) e (5.7), concluímos que F = Vy, ou seja, 
F é um campo conservativo. 


5.5 O Teorema de Green 


Teorema 5.5.1. Seja C uma curva simples, fechada e derivável, D a região do 
plano delimitada por C, e P e Q duas funções reais de variável real com derivadas 
parciais continua numa região contendo D, então: 


J Pas + Qdy) = IA (2 — 3) dA. 


Em termo de notação, também se costuma usar fo para enfatiza que o caminho 
C é fechado. Nesse caso, supondo F = Pi + Qj, podemos escrever o teorema da 


forma 
pra | (Z-Z) dA. 
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Capítulo 6 


Integral de Superfície 


Neste capítulo, estudamos a integral de superfície e teoremas relacionados. 


6.1 Definição de integral de superfície para um 
campo escalar 


Seja h : R? R, h = h(x,y,7), um campo escalar definido em todos os pontos 
de uma superfície regular S. Assumimos que 7(u,v) = z(u,v)i + y(u,v)j + z(u,v)k, 
(uv) € R C R? seja uma parametrização para S. A integral de superfície de h 
sobre © é definida por: 


Í, pds IA Wee Nolen EC RA (6.1) 
onde dS é o elemento infinitesimal de área sobre a superfície. 
Exemplo 6.1.1. Considere a esfera de raio a 
F= asen (u) cos(v)i+asen (u) sen (v)j +acos(u)k, a>0,0<u<7m, 0O<v<27 


e o campo h(x,y,2) = 1. Vamos calcular a área da esfera dada por a hds. 
Começamos com as derivadas parciais de 7, dadas por 


> > 


Fu = a cos(u) cos(v)i + a cos(u) sen (v)j — asen (u)k 


> 


T, = —asen (u) sen (v)i + a sen (u) cos(v)j. 
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Então, temos 


i j k 
Ty XTy = a cos(u) cos(v)  acos(u) sen (v) —asen (u) (6.2) 
—asen (u)sen (v) asen (u) cos(v) 0 


a? sen 2(u) cos(v)i + a? sen ?(u) sen (v)j 
cos?(v) + a? cos(u) sen (u) sen ?(v))k 
i + a? sen 2(u) sen (v)j + a? cos(u) sen (u)k. 


(a? cos(u) sen (u) 


+ 


a” sen 2(u) cos(v) 


a? /sen *(u)(cos?(v) + sen 2(v)) + cos?(u) sen 2(u) 
= a? /sen “(u) + cos?(u) sen 2(u) 
= a2sen (u)/sen 2(u) + cos?(u) 


= a2sen(u). 


[Tu x Pol 


onde usamos que 0 < sen (u) < 1, visto que 0 < u < 7. Portanto, 


| hds fr z(u,v) (0,0), 2(u,0)) IF x Folldudo 
a 27 

| Lo sen (u)dudv 

Ina 


[= cos(u)]s 


= 4ra?. 


6.1.1 Superfície definida como função de duas variáveis 


Nessa seção, vamos calcular a versão particular da definição (6.1) quando a 
superfície é definida como função de duas variáveis, isto é, z = f(x,y) ou y = f(x,2) 
ou ainda x = f(y,z). Considere o caso onde a superfície S é dado pela função 
f:DCR,DCR?,z= f(xy) (os outros dois casos são análogos). Uma 
parametrização para a superfície S é 


(2,9) = wi + yj + fa,y)k, 


Calculamos as derivadas F, = i + fak, e Ty = j+ fyk e fazemos 


ij k 
r xī=|1 0 fe | = Sith +k. 
01 f 
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Agora, definimos G tal que a superfície seja reescrita como G (x,y,z) = 0, isto é, 
G(x,y,2) = z — f(x,y) e observamos que 


Fe X Fy = VG. (6.3) 


Analogamente, em qualquer dos outros dois casos y = f(x,2) ou x = f(y,z), 
definimos G tal que a superfície seja reescrita como G(z7,y,z) = 0 e a expressão 
(6.3) continua válida, isto é, 


Ty XT, = VG ou Ty XT, = VG. 


Portanto, a versão da definição (6.1) para o caso onde a superfície é definida por 
uma função de duas variáveis f é dada por 


Í. hg J hIVG|dA, (6.4) 


onde R é o domínio de h e h deve estar sobre os pontos da superficie. 


Exemplo 6.1.2. Vamos calcular novamente a integral de supefície do exemplo 
6.1.1. Considere a equação da esfera de raio a, £? + y? + 24 = a? e o campo 
h(x,1,2) = 1. Vamos calcular a área da superfície da esfera dada por ff hdS. Para 


aplicar a expressão (6.4), separamos a esfera em duas superfícies: Sı de equação 


z = h(z,y) = va? — r? — y? e S de equação z = hs(x,y) = —va? — r? — y?. 


Assim, 
Jf nas = | nds + || hdS. 
S Sı S2 


Definimos Gi = z — Va? — r? — y? e G2 = z + va? — r? — y? e calculamos 


> T > y SEN 
VG = i+ Fk 
"Yao r- y? dear- 
e P y E 
Va == i— j+k 
Va? -ry Yr per pe 
Logo, 
> > r? +y’ r? +y? +a? — r? y? a 
VG1|| = ||VG9l| = = +1 = = 3 - 
[e= [Gah = 7 hatte ay ct A 


Como h(x,y,z) = 1, temos: 


a a a 
hdS = AS dA =2 dA, 
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onde D é o disco de raio a no plano xy. Portanto, integrando em coordenadas 


polares, temos: 
A hdS 
S 


dyda 


a 
2 
|, /q? E x2 EE y? 
2T a a 
af J aa ii 


2 | d 
TA ————— (PF 
o Va? — 72 
a2 — r? 
0 Er 
o j 


= 4ra. 


6.2 Definição de integral de superfície para um 
campo vetorial 


Considere S uma superficie orientável e F(u,v) = z(u, ok + pluv) + z(u,v)k, 


(uv) € R C R? uma parametrização regular, sendo ñ = (Xi. o vetor normal 
ru < 


à S. Seja F : R3 — R3, F = F(2,y,2) um campo vetorial definido em todos em 
pontos de S. Então definimos a integral de superfície do campo vetorial F sobre 


S como: 

fF -ndS = h| Peou) “(Tu X To)dudo. (6.5) 
Exemplo 6.2.1. Seja S a esfera de raio a parametrizada por 
F= asen (u) cos(v)i+asen (u) sen (v)j+acos(u)k, a>0,0<u<7m, 0O<v<27 


e o campo F(x,y,2) = ri + yj + zk. Vamos calcular o fluxo do campo É através 
da superfície S dado por & = ff, F -ridS. O produto vetorial 


Fu X Fy = a? sen 2(u) cos(v)i + a? sen *(u) sen (v)j + a? cos(u) sen (u)k 


foi calculado na equação (6.2). Observe que a parametrização define uma ori- 
entação para fora da superfície. De fato, basta pegar um ponto, por exemplo, 
u =v = T/2 e calcular F = aj e r, X y =a 25, ou seja, no ponto (0,a,0), a normal 
aponta para fora. Como 


2 > > 


F(z(u,w),ylu,v),z(u,v)) = r(u,v)i + y(u, v)j + z(u, v)k 
a sen (u) cos(v)i + a sen (u) sen (v)j + a cos(u)k, 
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temos 
F- (F, X P,) = a? sen (u) cos?(v) + aè sen ®(u) sen ?(v) + a? cos?(u) sen (u) 
= a” sen *(u) + a” cos? (u) sen (u) 
= a” sen (u) 
Portanto, 
$ = RA nas 


RA (Fy X Ty)dudv 
27 

f E a” sen (u)dudv 
o Jo 


= 2ra | sen (u)du 
0 


= 4re?. 


6.2.1 Superfície definida como função de duas variáveis 


Nessa seção, vamos calcular a versão particular da definição (6.5) quando a 
superfície é definida como função de duas variáveis, isto é, z = f(x,y) ou y = f(x,2) 
ou ainda x = f(y,z). Considere o caso onde a superficie S é dado pela função 
f:DOR, DC R, z = f(xy) (os outros dois casos são análogos). Uma 


parametrização para a superficie S é 


(x,y) = t+ yj + F(z,y)k, 
onde o vetor normal a superfície é 


5 To XT, 
n = +. 
[Te x Fyll 

Aqui, o sinal + é escolhido para ajustar a orientação da parametrização à ori- 
entação da superfície definida por f. Calculamos as derivadas 7, = i + frk, e 
Ty = J + fyk e fazemos 


ij k 
Pex y=|1 0 fe | = fit fyj tk. 
à dd 
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Agora, definimos G tal que a superfície seja reescrita como G(x,y,2) = 0, isto é, 
G(x,y,2) = z — f(x,y) e observamos que 


Fo X Ty = VG. (6.6) 


Analogamente, em qualquer dos outros dois casos y = f(x,z) ou x = f(y,z), 
definimos G tal que a superfície seja reescrita como G(z7,y,z) = 0 e a expressão 
(6.6) continua válida, isto é, 


Te XT, = VG ou Ty X Tz = VG. 


Portanto, a versão da definição (6.5) para o caso onde a superfície é definida por 
uma função de duas variáveis f é dada por 


JF nds = + |} F -VGdA, (6.7) 
S R 


onde R é o domínio de f, F deve estar sobre os pontos da superfície e o sinal + 
deve ser escolhido para que +VG esteja no sentido da orientação da superficie. 


Exemplo 6.2.2. Vamos calcular o fluxo do campo É = x?i + 3y2j através da 
superficie plana S dada pela equação x + y + z = 1, limitada ao primeiro octante 
e orientada no sentido da origem em direção ao primeiro octante. Primeiro, defi- 
nimosz=f(ry)=l-rx-yeG=z-1+zx+y e calculamos VG=i+j+k. 
Observamos que a orientação de VG está no mesmo sentido que o vetor normal, en- 
tão escolhemos o sinal positivo na expressão (6.7). Também, observe que o campo 
é constante na variável z, ou seja, F(x,y,2) = F(xyl- £ — y) = ri + 3y27. 


Portanto, 
f| Fras +f F.VGdA 
S R 
1 1—z 
= f f x? + 3y dydz 
o Jo 
1 y=1—x 
|= + ນ dx 
0 y=0 
1 
= | x?’ (1 — x) + (1 - z)dz 
0 
5 gt  (1- | ! 


3 4 4 
1 1 iy. 1 
a i (ho |. 
G 4 ) ( 1) 3 
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Exemplo 6.2.3. Nesse exemplo vamos calcular o fluxo do campo F = 32% + 67+ 
6xzk através da superfície S dada pela equação y = 2°, 0 <x <2,0<z <3, 
orientada no sentido em que a componente i do vetor normal é sempre positiva. 
Primeiro, definimos y = f(x,2) = xz? e G = y — x? e calculamos VG = —2ri + 
j. Observamos que a orientação de VG está com componente i negativa, então 
escolhemos o sinal negativo na expressão (6.7). Também, observe que o campo 
é constante na variável y, ou seja, F(x,y,2) = F(x,22,2) = 32% +46) + 6zzk. 


Portanto, 
f| F -ras = - || Fada 
S R 
2 p3 
- | f —6x2z? + 6dzdr 
o Jo 
2 


= | [202° + 62| dr 
0 


2 
= -f —54x + 18dr 
0 


3 2 
= — |-272 + 182], 
— (—108 + 36) = 72. 


Exemplo 6.2.4. Nesse exemplo, vamos recalcular o fluxo do exemplo 6.2.1. Seja 
S a esfera de raio a dada por 


w+ yf + 27 = 0°, 


orientada para fora, e o campo F(x,y,2) = ri + yj + zk. Vamos calcular o fluxo 
do campo F através da superficie S dado por & = [f,F - ridS. Para aplicar 
a expressão (6.7), separamos a esfera em duas superfícies: Sı de equação z = 


ha(x,y) = val — z? — y? e S de equação z = ho(x,y) = — va? — r? — y?. Assim, 


f Fas = |) Finds + |f F, - nds. 
S Sı S2 


Definimos G4 = z — ya? — x? — y? e Ga = z + ya? — r? — y? e calculamos 


> x = y 


VG = i+ J +k 
1 Val = ry? decr 
ສ x 
VG, =- i Lj + E. 


Va = £7 = y2 yay 
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Observe que VG; está no sentido para fora da superfície e VG no sentido para den- 
tro. Logo, vamos escolher um sinal positivo e outro negativo na definição (6.7). As- 
sim, sabendo que o campo na superficie 51 é dado por, Fj = wi+yj+ a —74—y Zk 
e, o campos na supeficie S é dado por Fy = 7i + yj — ya? — r? — y Zk, temos: 


f E f E SGdAs |, Ë, - VGodA 
S 
= 2 _xz2—vy?dA 
3 = q 


fn2 — q2 — 2dA 
le ET I Eri EE 
y= 

2 

a 
d dA 
[im 


onde D é o disco de raio a no plano z = 0. Portanto, 


p = f| Fas 
S 


a a? 
2 EPE ga 
NE 


= 20 | = —— 
1/2 Jo 


rdrdð 


|l 
a 
3 
Q 


Exemplo 6.2.5. Considere a superfície S 
z=0, ty € 1, 


orientada no sentido decrescente do eixo z, isto é, ni = —k. Considere também 
o campo vetorial dado por F = (2 + 22 + r)k. Vamos calcular o valor do fluxo 
p= ff g F Rds. 

Como z = f(x,y) = 0, £? +y? < 1, definimos a função G(x,y,2) = z e calcula- 
mos 

VG =k. 

Observe que VG e ñ estão em sentidos oposto e, portanto, na aplicação da expres- 
são (6.7), vamos escolher o sinal negativo. Aplicamos o campo F = (2 + 2? + x)k 
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sobre a superfície z = 0 e obtemos F = (2 + «)k. Assim, 


D = f F.mids 
S 
S a f F.VGdA 
A 
-f (2+ x)dA 
A 
Resolvemos em coordenadas polares da seguinte forma: 
1 2T 
- | f (2 + cos(0)) rdodr 
a e 
- f f (2r +r? cos(6)) dôdr 
o Jo 
l l 0=2n 
= -2 | 2dr — | (P sen (0)] ) ar 
0 0 = 


= —2r. 


Exemplo 6.2.6. Considere a superfície S 


orientada na direção crescente do eixo z, isto é, o vetor 7 tem componente na 
oo k sempre positiva. Considere também o campo vetorial dado por F = 
(2 +22 + «)k. Vamos calcular o valor do fluxo & = ffs F- Rds. 

Como z = f(x,y) = 1 — vz? + y?, definimos G(z,y,z) = z — 1 + Vz? +y? e 


calculamos 
T = y 4 r 


% + 
VEEP VEF 


Observe que VG e ii estão no mesmo sentido e, portanto, na 0 da expressão 
(6.7), vamos escolher o sinal positivo. A oa o campo É = (2+ 22+ z)k sobre 
a superficie z = 0 e obtemos F = (2+ (1 — /Vz2+2)? + x)k. Assim, 


$ := f| P ras 
= || -Saas | 
filos (1 Yes) te) ad 
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Resolvemos em coordenadas polares e obtemos 
1 27 
f | (2 +(1-r+r cos(0)) rdddr 
i poa 
/ | (3r — 2r? +r? +r’ cos(0)) dodr 
æ f ( (37 — 2r? +r É dr + | (P sen 0) dr 
9=0 
r? e r4 | 
27 |3-— — 2-— + — 
i o 25+, 


3 +i = 137 
E 


P 


2T 


2 


Exercícios resolvidos 


ER 6.2.1. Seja S a porção da superficie z = 1 — x? — y?, acima do plano zy, 
orientada com componente k do vetor normal positiva. Encontre o fluxo ® através 
de S para o campo F=ai + yj + zk. 


Solução. Definimos z = f(x,y) = 1 — x? — y?, G = z — 1 + x? + y4? e calculamos 
VG = 2zi + 2yj + k. Também, como a componente k desse gradiente é positiva, 
escolheremos a sinal positivo na expressão (6. 7). Colocamos o campo sobre a 
superficie, isto é, F = wi + yj + zk = zi + yj + (1— zr? —y 2) e obtemos 


ð — f| Fras 
S 
+ f| F-vcas 
D 


onde D é o disco de raio unitário no plano z = 0. Portanto, 


P 


f (xi + yj + (1 — x? — y?)k) - (Qui + 297 + k)dA 
D 


f er + oy? + (1—2? —y?))dA 


f (x° +y + 1)dA 
D 
27 1 
n J (r? + I)rdrdo 
o Jo 


1 67 


II 
ND 
3 
o | 
Pa A 
a 
ho s 
S | 
| 
E 
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© 


ER 6.2.2. Dados o campo vetorial F=i+ j+ kea porção da superfície S de 
equação z = y z? + y2, situada abaixo do plano z = 1, orientada com componente 
k do vetor normal positiva, calcule o fluxo & = ff, F - rids. 


Solução. Definimos z = f(x,y) = vr? +y?, G = z — yz? +y? e calculamos 
VG = — Err a E k. Também, como a componente k desse gradiente 


é positiva, escolheremos a sinal positivo na expressão (6.7). O campo é constante 
na variável z, isto é, F(2,y,2) = F(x,y,f(2,y)) = i + + k. Então, temos: 


$ := f| Fas 
S 
= + J| F-vcaa 
D 


onde D é o disco de raio unitário no plano z = 0. Portanto, © 


T y 
= = +1]dA 
f VI? ty? Vr +y ) 
27 1 
f f (-* cos(0) + r sen (0) F 1) rdrdO 
o Jo r 


o 


ER 6.2.3. Seja S a superficie do cubo dado pelos planos x = +1, y = +1 e 
z = +1, orientada para fora. Calcule o fluxo através de S para os seguintes 
campos vetoriais: 


> 


a) F=ai 
b) F=zi+yj+ zk 
c) F= 2% + yj + 22k 
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Solução. Em cada um dos itens, temos que calcular seis integrais de superfície 
em cada face do cubo, a saber, S4 : x = 1, S2 : x = —1, Ss : y = 1, S4 : y = —1, 
Ss :z =] e Se:z=-—l1. 


a) Começamos com a face Sı, definimos z = fıly,z) = 1, Gi = x — 1 e cal- 
culamos VG; = i. Observe que VG; está orientado no sentido de ñ = i e 
F = xi = i. Calculamos 


A fds = |) dA=4, 
Sı Sı 


onde 4 é a área do quadrado de lado 2. Analogamente, 


f| Fas = f| (Das = f| da=a 


As demais integrais são nulas, visto que o fluxo só tem componente na direção 


1. Logo, 
f F.ndS=8. 
Ss 


b) Começamos com a face Sı, definimos x = fi(y,2) = 1, Gi = x — 1 e cal- 
culamos VG; =i. Observe que VG; está orientado no sentido de 7 = à e 
F = xi + yi + zk = i + yi + zk. Calculamos 


f Fras = |) dA = 4, 
Sı Sı 


onde 4 é a área do quadrado de lado 2. Analogamente, 


| nas = || (irit as= ff dda 


Pela simetria do problema, vemos que as demais integrais são todas iguais a 


4. Logo, 
f F.nds = 24. 
S 


c) Começamos com a face Sı, definimos z = fıly,z) = 1, Gi =r — 1 e cal- 
culamos VG = i. Observe que VG: está orientado no sentido de ñ = i e 
F = git y%i + z?k = 4 + y% + zk. Calculamos 
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onde 4 é a área do quadrado de lado 2. Analogamente, como em Ss : x = —1 
o campo assume a forma F = 7% + y%i + 2°k = i + y%4 + 2k, temos 


f Pads = f (+ yi + 22K) - (Dds = f dA =4. 
S2 S2 S2 
Observe que 
f F-mas + || F.ndS=0 
Sı S2 


Pela simetria do problemas, teremos de forma análoga 


J Ena + | F.ndS=0 
Sa S4 
f F.mds+ || F- ndS = 0. 
Ss S6 
f| F -řas =0 
S 
© 


ER 6.2.4. Calcule o fluxo de F = zk através da esfera 72 +y2 +22 = a?, orientada 
para fora. 


Logo, 


Solução. Começamos separando a esfera nos seguintes dois hemisférios: Sj: z = 
filv,y) = va — r? — y? e S2 : z=fo(x,y)=-val- r? — y?. Definimos Gi = 
z — ya? — r? — y? e Ga = z — ya? — r? — y? e calculamos 


= T > y > x 
VG = + + k 
1 Ja = r? = y? Va = r? = TEM 
e , E j , 
VG; = — j= j +k. 
2 Ja = r? = y? Ja = r? = T 


Observe que VG está orientada para fora e VG: está orientada para dentro. 
Logo, escolheremos para as integrais sobre Sı e S os sinais positivo e negativo, 
respectivamente, na expressão (6.7). O campo sobre cada umas das superfícies 
tem às formas: Fj = va? — #7 — yZk e Fy = -yva - 7 - yk. Assim, 


f F.nds 
S 
= J Fras + f F -nidS 
51 Sa 
f Fi -VGidA = f F, - VGodA, 
D D 
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onde D é o disco de raio a no plano z = 0. Portanto, 


ve at jd - AS ya? — 22 yi)dd 
2 | Jatt yd 


5 (a? — r2)3/2 “Ara? 
T|— . 
3/2 


© 
I 


0 


6.3 O Teorema da Divergéncia de Gauss 


Teorema 6.3.1. Seja V o volume de um sólido cuja superficie S é orientada para 
fora. Seja o campo vetorial F dado por 


F = f(2,y,2)3 + 9(w,y,2)i + h(z,y,2)k, 


onde as funções f, g e h possuem todas as derivadas parciais de primeira ordem 
contínuas em algum conjunto aberto contendo V. Então: 


fp F-mas = |) V . FdV. 
S V 


Exemplo 6.3.1. Considere a superfície fechada orientada para fora composta 
superiormente pela superfície de rotação descrita como 


e inferiormente por 


z=0, z +y <1. 


Seja o campo vetorial dado por F = (2+ 2° + x)k. Vamos calcular o valor do fluxo 
J. g F- dS via teorema da divergência. 
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Temos V - F = 2z. Assim, 


$ 


f| Fas 
S 
= I V - FdV 
V 

1 p27 pl-r 
f 2zrdzdðdr 
o Jo 0 

1 2r 
1 (1 — r)2rdodr 
o Jo 


1 
= 2r | (1 — r)rdr 
0 


Observe que as superfícies dos exemplos 6.2.5 e 6.2.5 foram a superficie fechada 


do exemplo 6.3.1. De fato, o fluxo calculado naqueles dois exemplos via parame- 


trização direta foram —2r e EZ, cuja soma é Z, o mesmo valor calculado pelo 


6 
Teorema da Divergência. 


Exercícios resolvidos 


ER 6.3.1. Seja S a superfície do cubo dado pelos planos x = +1, y = +1 e 
z = +1, orientada para fora. Calcule o fluxo através de S para os seguintes 
campos vetoriais: 


a) F=ai 
b) F=zi+yj + zk 
c) F= 27% + yj + 22k 


Solução. Vamos utilizar o teorema da divergência de Gauss 


db F-mas = |) V . FdV. 
S V 
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a) Como V - F = 1, temos: 


fh F -zas = | 1av =s, 
S V 


onde 8 é o volume do cubo de lado 2. 


b) Como V - F = 3, temos: 


db F -as = ||| sav = 24 
S V 


c) Como V - F = 2x + 2y + 22, temos: 


fh F -zas = |W (22 + 2y + 22)dV ======-=, 
S v 
9 


ER 6.3.2. Calcule o fluxo de F = zk através da esfera 72+y?+ 2? = a?, orientada 
para fora. 


Solução. Como V - F = 1, temos: 


3 
fh F -zas = | 1av = = , 
S V 3 


é o voluma de uma esfera de raio a. © 


Ana 


onde o valor 3 


ER 6.3.3. Use o teorema da divergência para calcular o fluxo do campo F= 
wi +y3j + 22k através da superfície fechada e orientada para fora composta pelos 
planos z = 0 e z = 2 e a superficie z? + y? = 9. 


Solução. Como V - F = 3x? + 3y? + 2z, temos: 


fh F -zas = | 31 + 3y? + 2zav. 
S V 


onde V é a região cilíndrica do enunciado. Vamos integrar em coordenadas cilín- 


dricas: 
i 27 3 2 
dh F.ndS = f f A 3(r? + 22)rdzdrdo 
S 0 0 0 
=2 


3 


= YT [3rêz + 2]. dr 
0 A 
6r E 

= E + zl = 2797. 
4 0 
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ER 6.3.4. Use o teorema da divergência para calcular o fluxo do campo F = 
wi + yj + 2ºk através da superfície fechada e orientada para fora composta pelo 


plano z = 0 eo hemisfério z = ya? — x? — y2. 


Solução. Como V - F = 37? + 3y? + 322, temos: 


F - aids = I 32% + 3y? + 32°dV. 
V 
onde V é o hemisfério do enunciado. Vamos integrar em coordenadas esféricas: 
dh F.nds a pr Ff 392 p? sen (p)dpdddd 
S 

T/2 
= 2r | f 30 sen (ġ)dpdo 

0 0 
= 2r n (Es O do 

0 p=0 


SS o 


6.4 O Teorema de Stokes 


Teorema 6.4.1. Seja S uma superfície orientável, suave por partes, limitada por 
uma curva C, fechada, suave por partes e positivamente orientada com respeito a 
S. Seja o campo vetorial F dado por 


> 


F = feyd)j+ g(w,y,2)i + h(w,y,2)k, 


onde as funções f, g e h possuem todas as derivadas parciais de primeira ordem 
contínuas em algum conjunto aberto contendo S. Então: 


p Par f| Fx F ids. 
C S 
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